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THUẬT TOÁN GIẢI BÀI TOÁN ĐIÊU KHIEN 
TỐI ƯU VỚI RÀNG BUỘC DẠNG ALTERNATIVE
v ũ  T hanh h à
Hoe viện kỷ thuât quân sư
S u m m a r y .  T h is  p a p e r  is d e sc rib e d  in g re a t  d e ta il  a lg o r ith m  fo r  m a x im iz in g  th e  su b je c t fu n c tio n  o f  th e  
discrete contro l system  w ith th e  a lte rna tive  constrains following final po in ts . T h e  a lgorithm  is baaed on the  
p lan  no tion  th a t  is firstly proposed by R. G arbasơv and  F.M . Kirillova in linear p rogram m ing .
I. ĐẶT VẤN ĐÊ
Xét hệ điều khiển rời rạc có trạng thái được mô tẳ  bổi hệ phương trình sau:
x(t + 1) = Ax(t) + èu(í); z(0) = 0; t € T — {0,1, ti — 1}, (1)
trong đó x(í) e  Rn, u(í) 6 R \  Á e  RnXn, b e  Rn.
Hàm u(t), t € T, được gọi là điều khiển chấp nhận đưạc, nếu:
1. - 1  < u(í) < l , t e  T,
2. Quỹ đạo x(t), t Ẽ Ĩ ,  tương ứng với điều khiển u(t), t 6 T, của hệ (1) thoả mãn 
điều kiện:
x ( í i ) e X = Ầ i U X 2 U. . . uXfe, (2)
= { ĩ Ễ Rn : Hịx — gi} ,ỉ = 1 , 2 , k. (3)
trong đó Hi e  Rm‘Xn, rankHi = mi,gi € R m‘.
Bài toán đặt ra là trong số các điều khiển chấp nhận được, tìm đều khiển u* =
{u*(í), t g T} làm cực đại phiếm hàm mục tiêu
J (n)  = c' x( t i ) .  (4)
Ràng buộc (2) (ràng buộc alternative) làm cho bài toán điều khiển tối ưu (l)-(4) trờ  thành 
không lồi, nói chung đa cực trị. Tircrng tự  như trong bài toán quy hoạch tuyến tính [4], 
ta  gọi bài toán (l)-(4) là bài toán điều khiển tối ưu với ràng buộc dạng alternative. Bài 
báo này đề cập đến phưcmg pháp giải bài toán nêu trên để xác định điều khiển tối um 
toàn cục.
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II. CO' S Ờ  TH UẬT TOÁN
2.1. Các đ ịnh  nghía.
Gọi (Ri) là bài toán:
J(u) = c'x(ti) —* max,
e n , . (Ri)
trong đó
f)( =  { u ( í )  €  R1 : —i  <  u ( í )  <  1,
xịt + 1) = Ax(t) + 6 u(t); x(0) = 0; Hix{tị) = <7i}.
Ký hiệu n =  u  Qi, K0 = {1,2,...,*:}.
ín đã ch
J(u) = c'x[ti) —» max,
l€K0
Khi đó, có the viết lại bài toá o như sau:
1 u e n.
Gọi qịt) là nghiệm cùa hệ phương trình:
q(t -  1) = Aq(t), qựí -  1 ) =  6 , t e T .  (5)
Với mỗi l £ K0, ta  gọi tập chỉ số TỊ>P c  T, với \T‘P\ = mt là tự a  (support) ciia bài toán 
(Rt) nếu detHiq(T’p) Ỷ 0, trong đó q{T‘p) =  ịq(t), t e  Tt,p}.
Tập hợp T,p = {Tịp,T ịp được gọi là tự a  của bài toán (l)-(4). Cặp {ui,Tísp} 
với Ui là điều k h iển  chấp nhận được và Tí,p là tự a  ciìa  bài toán  [Ri) đươc gọi là  điều 
khiển tự a  cứa bài toán (.Ri). Điều khiển tựa {u,T’p} của bài toán (l)-(4) được định nghia 
tưong tự. t
Với mỗi l e  K0, ký hiệu :
Tự' = T \  r (,p, (6 )
ĩ '  (7)
Vi(t) = c'q(t){Hiq(T;p) } - \  t e  T’p, 
A,(í) = [vịHt -  c']9 (í), t e  T,
h  = ạt (uh r ; p) = E A|(í)[«,(t) -  1] + p  A|(í)Ịuj(t) +  1 )], (8 )
A ỉ ( t ) < 0  A{{t )>0
T h u ậ t  to án  giẩi bà i to án  d iê u  k h iể n  . . .  17
Í a = aT = maxati, r £  Ko,
_  - T °  I, (1 0 )
7 = 7, = max'll) s e K0. ' 'l€Ko
Nhấn xét.
i) T ừ  (2), (3), (4), (5), ta  viết được:
< J(u,) = Vu, 6  n ,f V/ e  # 0  (11)
Htx(tị)  = 4l¿ 1 H¡q{t)u¡(í), Vu, 6  Oi, ví 6  K 0. (12)
ii) VÌ -1  < U|(í) < 1, nên từ  (8) suy ra với V/ G K0, Vu¡ 6 fi(, v r*p c  T, ta  có
A (u i,ĩ| ) > 0 .
iii) Từ các công thức (7 )-(ll), ta  viết được:
l t = v ¡ 9 l -  E A,(t) +  E > ( í ) , v i e i f 0, v r c ĩ .  (13)
A | ( t ) < 0  A |  (t) > 0  w  '  v ’
Từ các công thức trên, ta  có thế thấy được C*1 chỉ phụ thuộc U( và chỉ phụ thuộc 
tựa Típ.
2.2. Tiêu chuẩn tối ưu và gần tối tru.
Ta nói điều khiển u* e  n  là điều khiển tối ưu của bài toán (l)-(4), nếu J(u*) >
J (u ), Vu e  tì.
Đinh lý 1 . Nểu đều khiển tựa {u*, T*í>} thoà mãn đều kiện J{u*) > 7  thi ti* ià đều khiển tói ưu
ciia bài toắn (l)-(4). Chứng minh. Trước hết, ta  sẽ chứng minh rằng với mỗi ỉ € Ko,
ta  luân có :
7 / > ^(ỹ|). Vũ; e  ill (14)
Thât vậy, xét điều khiển tựa cố định nào đó {ti/, T¡p}, ta  có :
a¡ = J (u ,) f 7I =  Oil + ß l {ui ,TiP).
Xét điều khiển chấp nhận được bất kỳ ũ| e  n¡, ta  có :
J ( ũ t ) - J ( u t ) -  £  v¡ff¡q(t)[üi(t) -  W((t)] -  E A((í)[ü¡(t) -  Uj(í)].
Dễ dàng kiểm tra  rằng tổng thứ  nhất bằng 0, do vậy
J(ũi )  -  J(u<) = -  X)Q A¡(í)[ü |(í)  -  Ui (í)].
Vi — 1 < ũi(t) < 1 , U|(í) cố định, nên
J(ui )  -  J [ u t) < E A;(í)Ịui(í) -  1] +  £  Aí(f)ịttí(t) +  lỊ =  ßi.
A | ( t ) < 0  A i ( t ) > 0
Vậy J(ũi) < J(u¡) +ßi = aj+  ßi = 7 ¡.
VÌ ũ, là điẹu khiển chấp nhận được bất kỳ thuộc fi(, nên Td > J(ũi), Vũ/ g nI,Vỉ e  K0. 
T ừ  giả thiết điều khiển tự a  {u* ,r,p} thoả mãn điều kiện J(u*) > 7 , suy ra ./(ti*) > 
7  > 7 f> Ví € Kq. Kết họp với (14), ta  có J(u*) > J(u), Vu € ft. Vậy , u* là điều khiển tối 
ưu ciìa bài toán (l)-(4) (Đpcm).
Ta gọi điều khiển chấp nhận được u e  n  là điều khiển €— tối ưu ciia bài toán (l)-(4), 
nếu J(u*) — J(u) < e.
trong đó e là số dương cho trước và u* là điều khiển tối ưu của bài toán (l)-(4).
Đ inh lý 2.Nếu với e > 0  cho trước, điều khiển tựa {u, T*p} thoi mãn: J(«) =  tt v à ^ - t t  < 6 thì u 
là điều khiển e— tổi ưu ciia bài toán (l)-(4). Chứng minh. Giả sử u* là điều khiển tối ưu
cứa bài toán (l)-(4). Khi đó , tương tự  nhưĐịnh lý 1, từ  giả thiết, ta  có J{u) — a > 7 - e  > 
J(u*) — e, hay J(u*) -  J(u) < e chứng tỏ u là điều khiển €— tối ưu của bài toán (l)-(4). 
(Đ pcm ).
III. XÂY DỰNG BƯ ỚC GIẢI BÀI TOÁN
Theo Định lý 2, nếu 7  — a > £ thì điều kiện tối ưu chưa được thoả mãn. Ta cần xây 
dụng thủ tục lặp để làm giảm đại lượng 7  — a.
Giả sử s e  Ko là chỉ số ckọn được theo (10). Vi a, < a và 7 , = 7 , nên 7  -  a  < 
'1,  — a ,  =  ß , . n h ư  vậy, nếu  ß ,  <  e th ì cũng có -  a  <  €. D o đ ó , trong m ỗi bư ớc lặp, ta  cần  
kiểm tra  đại lượng ß, và làm giảm ß, khi ß, > e. Theo (9), ta  có thể giảm ß„ bằng cách 
thay đổi điều khiển chấp nhận được u,, sao cho a„(ua) tăng và thay đổi tự a  T/p, sao cho 
7 <(A,) giảm.
Giả sử ở  một bước lặp nào đó, ta  có được tập hợp các thông số:
Q = {T?p, t n ,a , i , r , s , l e  K}
trong đó K là tập  con nào đó của K0 được xây dựng qua từng bước lặp. Tập hợp Q 
được xác định như trên được gọi là trạng thái cvìa thuật toán tại mỗi bưác lặp. Trạng 
thái đầu gồm tập họp K  = Ko, các tưa tuỳ ý T‘p c  T  và các điều khiển chấp nhận đươc 
tuỳ ý U( G fil, l e  K0. Tiếp tục xây dựng các bước giải bài toán như sau:
3.1. K iểm  t r a  đ iề u  k iên  tố i ư u .
Từ tập hợp K và cấc thông số khác ciìa trạng thái, ta  đặt:
a  = a r = maxai, r € K,
_  _  „  z  (15)1 = 1» = rnaxn, 8 e  K.
I € a
Nếu 7  — a < € th ì ur được xác định trong (15) là điều khiển tối iru, a là giá trị lớn 
nhất trên tập  n của ftàm J(ti) và việc giải kết thúc. Nếu 7  — a > e, ta  chuyển sang birớc 
tiếp theo.
5.2. T h ay  đ ổ i đ iề u  k h iể n  c h ấ p  n h ậ n  đ ư ợ c  th e o  h ư ớ n g  d ỉch  ch u y ể n  sao  cho  dọc th e o  
hư ớng  đ ó  g iá  t r i  a ,  tả n g .
Gọi 8 là chỉ số chọn đưạc trong (15). Ký hiệu:
x.(0
' 1, nếu A
-1 , • nếu A
1 u,(t), nếu A
( t e r r ,
,(í) < 0, 
,(t) > 0, 
(*) = 0,
trong đó
*(*) =
(16)
Xt( T r ì  =  [ H M T m .  -  H , q ( T r ) x . ( T r ) \ ,  (17)
A u ,(t) =  x .(t) -  u ,(t), t e  T, (18)
6 =  m i n { M ( í o)},0(*o) =  *mn{ớ(t),t €  T /p)}
(l — u„(í))/Au,(í) nếu Au,(í) > 0,
( - 1  -  u ,(í))/A u „ (0  nếu Au, (í) <  0,
oo nếu Au, (í) = 0 ,
t €  T ị p.
Đặt ũ, (í) =  u,(í) + ỚAu,(t),. Rõ ràng ũ, Ễ íl,. Dễ dàng thấy rằng:
ậ ,(ũ , ,T ’p) = 7 ,(A») -  £*,(“») = Tf,(A,) -  a ,(« ,) -  ớa,(Au.)
Từ (7), (8), (9), (15), (16), (17) suy ra J(x») =  7 «, do vậy
a ,(A u ,) =  J(x» -  u») =  J(x. )  -  ^ (u .) =  ! , - < * , =
suy ra /U ũ .,7 7 ) = & K > r ;p) -  6ạ,(ut ,T ? )
Vậy, nếu thay u, bỏ'i ũ, thi đại lượng p» đã giảm được một lượng là dp, > 0.
3;3. T hay đổi tư a  để  làm giảm ß,.
Từ biểu thức định nghia ciìa ßf> 7 ,, a,,  ta  viết được:
7 . (A ,)  =  J(x. )  +  E A .( i) Ịx .(t)  -  1] +  A S A .(t ) Ịx .( í )  +  !)]• (20)
Để xây dựng tự a  mới T*/, trước hết, đặt
A , =  A , +  ơ6
trong đó véc tơ  s là hướng dịch chuyển và số ơ là bước dịch chuyển của đại lượng A„.
Ta sẽ tim  véc tơ  s và số ơ, sao cho đổi với tựa mói r ’p, ta  có 7 ,(A ,) < '■/„(A,).
Từ phương trinh : v'aHt q(T) -  A,(T) = c'q[T), ta  xây dựng hướng dịch chuyển mói 
như sau:
« '( I7 , ) =  í '( r ; " ) ( p . ( r ;« >) ] - 1p . ( 2 7 ‘ ) l (21)
ò  đây P,{T) =  H,q{T). Có thể chọn 6ịT,p) tuỳ ý, nhưng để đơn giản tính toán, ta  chọn :
¿ (7 7 )  =  fciet0, (22)
với kx =  - s ignA us(t0),eto = {eio( t ) , te  r / p},
ít\ = í  ° ’ nếu Ế ^  ío>
e‘oU 1 1, nếu t = t0,t & T ’p.
Đặt
I$_ _  Ị  l - x . ( t o ) .  nếu ki  =  —1 ,
M° 1 X o M  +  1. nếu fci =  1 .
Tirơng tự  như trong quy hoạch tu yến  tính [4] có  th ể  chỉ ra rằng đ ạ i lư ợng Po thự c  
chất là vân tốc giảm ciia 7 , doc theo hướng s được xây dưiỉg theo (21)-(22). Ta đi xác
định bước dịch chuyển cực đại dọc theo hướng đó . Từ các công thức (20)-(23), ta  có
thể viết:
7 ,(A ») -  ^ ( A , )  =  /Lơ,
trong đó
ũ = Uo + £  + 1 ] + E 6 (í)lx«(¿) — 11.
A „ ( t ) = < M ( t ) > 0  y n  K ’  1 A . ( t ) = 0 , í ( t ) < 0  W l  v ’  J
T h u ậ t  t o á n  g i ằ i  b à i  t o á n  d i ề u  k h i ể n  . . .  2 1
Rõ ràng nếu ặ  < 0 thì ta  vẫn có thể tăng ơ lên chừng nào chưa xuất hiện trong các 
thành phần của véc tơ  A„ + ơỗ các phần tử  mới bằng 0. Giả sử ờ  bước i, ta  đã tính được 
Hi. Ta tính số:
IH+i =  fH +  E ¿(t)[xê(t) +  !] +  ... £  5(Ể)[x«(í) — 1].
Ai,)(t)=0,ổ(t)>0 Aii)(t)=0,í(t)<0
trong đó AÌ°* =  A„, ẠÍ‘+1* = AỈ** + ơịS.  Độ dài bước ơi được tính như sau:
=  min{ - ^ s ị Ệ  ■ A Í ° ( W )  <  0,t €  T T ) .  (24)
Quá trình dừng tại chỉ sổ V  nào đó mà Hv- 1  < 0 và fị„ > 0. Độ dài bước trong cả 
quá trình là: *
ơ =  ơo -f 0"i +  ... +  ƠK-l.
Khi đó
ls (A ,)  - ^ ( A . )  = ơoHo + ơ1(i1 + +
Từ đây ta  có:
/M«»>r »p) -  f t ( u»)27P) = -  (“ .(«») -  «.(«*))
= TỊơ m - e p t (ut ,T:>)t i=0
hay
/U ũ „ r ; p) =  (1 -  9 ) P . ( u . m  + ¿1*0*i=0
^ ( i - e ) ạ t ( u . , T r ) - l' ị 1n<Ti \fMi \*—0
Chỉ số í* tim  được trong (24) khi i  =  V — 1 được chọn làm phần tử  đưa vào tựa mới . Ta 
xây dựng tự a  mới như sau:
r ;  = { T r \ t 0) u u .
Như vậy, sau khi thay đổi điều khiển chấp nhận được và tựa, đại lượng p ,(u ,,T Ịp)
v—l _
giảm đươc môt lưcmg dị3, + I! ơị\ụ.ị\. Bây giờ, thay u, bổi ũ,, tưa T ’p bổi T ,a  b<H«'=0
m ai{a ,a ,}, tấp K bỏi K \{1 : 7í <  a}, 7 =  m a x 'll.l€K
Các thông số còn lại TịP, Ui,  ai, 1 1 , l e  K  \  3, không thay đổi. Tiếp tục lặp lại các bước 
đã nêu ò  trên chừng nào chưa thu được nghiệm €— tối um.
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IV. TÍN H  HỮU HẠN CỦA THU ẬT TOÁN
Ta nói bước lặp khi chuyển từ  {uf ,T ’p} — ► {ũ,,T*p} được gọi là không suy biến, 
nếu ơ > 0. Trái lại, bước lặp được gọi là suy biến. Tương tự  như trong quy hoạch tuyến 
tính (xem [4-6]) ta  có thể chúng minh
Đinh lý 3. Thuẩt toán đã nêu cho phép tìm được điều khiển tối ưu hoặc € - tối ưu cda bài toán 
(l)-(4), nếu nhu số cắc bước lặp suy biến xẳy ra trong quá trình giẳi ỉà một số hữu hạn.
V. K ỂT QUẢ THỦ' NGHIỆM
Phương pháp đơn giản để giải bài toán (l)-(4) có thể tiến hành như sau: Lần lượt 
giải k bài toán quy hoạch tuyến tính {Ri). Sau đó so sánh những giá trị trong đó u(*
là điều khiển € - tối ưu ciìa bài toán {Ri) để tim điều khiển e -tối ưu của bài toán (l)-(4).
Trong phần này chúng tôi sẽ đề cập tói kết quả thử nghiệm máy tính nhằm sõ’ sánh 
hiệu quẩ cda thuất toán đề xuất trong bài viết với phương pháp đơn giản nêu trên.
Phần thừ  nghiệm này trinh bày kết quả giải 30 bài toán dạng (l)-(4). Mỗi bài toán 
này gồm từ  10-30 bài toán (Ri). ỏ ' đây có in ra kết quả tính trung bình của việc giải bằng 
phương pháp Alternative và kết quả giải riêng rẽ tùng bài từng bài toán dạng {Rì) để 
tiện so sánh trên các khía cạnh: thời gian, 8 0  bước lặp (trung binh). Mỗi phương pháp 
đều cho cùng một lời giải tối ưu. Khi tiến hành thử nghiệm, các số liệu đươc chọn hoàn 
toàn ngẫu nhiên. Điều khiển chấp nhận được u ban đầu và các véc tơ  gi có các thành 
phần bằng 0. Véc tơ  b và véc tơ  c có các thành phần fc[i],c[t] 6 Ị—5,5], được tạo hoàn toàn 
ngẫu mhiên. Ma trấn  A được chọn như sau:
a [i,i]  :=  1; a[i , i  +  1] s  [ỄF. 1,0.3]; Vj ^  ^  i +  1 : a [ i , j Ị :=  0.
Các phần tử  hi\i,j] của ma trận  Hi, l  = 1,2,.., Ả: được lấy từ  thứ tục tạo số ngẫu 
nhiên:
Procedure Tsnnfvar x,ỵ:real);
Begin
y ~ 5  *sin (random (180) *pi/  180);x:=y+1;
End;
Việc gán số liệu cho /i[i, j] được thực hiện bằng dòng lệnh:
For i:=l to m do for j:=l to n do Tsnn(sO,h[i,jỊ);
với sO e  Ị1,3]. Tấp tựa Ti cũng được chọn tuỳ ý, ÍJ được lấy bằng 200.
Các kết quả so sánh thử nghiệm trên máy tính cho thấy thuật toán đề xuất trong
bài này tồ ra ưu việt hơn so với phương pháp đơn giản nêu trên cả về số bước lặp và
thời gian tính toán. Dưới đây chúng tôi xin đơn cử một vài kết quả trong số các kết quả 
đó.
Ậ
TEST 1: 111=3, n= 5 . TEST 2: m = 4 , n = 6 .
k «1 32 Ti t2 «1 s 2 Ti t2
10 105.00 73.67 19.32 13.46 194.00 139.33 58.72 45.14
15 155.67 108.6^ 28.57 19.98 290.00 209.00 85.90 66.34
20 207.00 144.00 38.10 26.65 382.67 17.67 114.38 86.26
25 256.33 179.67 47.09 33.22 483.00 85.33 144.65 110.25
30 306.33 215.33 56.17 39.54 580.00 149.00 172.66 130.20
Chú thích: m,n: KÍch thước của ma trận  Hị.
si,Ti: Số bước lặp và thời gian giải trực tiếp k bài toán một cách riêng rẽ. 
s2, r 2: Số bước lặp và thời gian giải bằng phương pháp alternative.
Bài báo được hoàn thành với sự hỗ trợ  kinh phi của Chương trình Nghiên cứu cơ 
bản trong lịnh vực Khoa học Tự nhiên.
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